Capitulo 6

Lugar de las raices

La respuesta transitoria de un sistema en lazo cerrado, estd ligada con la
ubicacién de los polos de lazo cerrado en el plano complejo S. Si el sistema
tiene una ganancia variable, los polos de lazo cerrado dependen del valor de la
ganancia elegida. El método del lugar de las raices nos da una idea de como se
desplazan los polos de lazo cerrado en el plano S al variar la ganancia.

6.1. Condicién de magnitud y angulo

En la figura 1 se ilustra un sistema tipico de control retroalimentado en lazo
cerrado. La funcién de transferencia de lazo cerrado es
Y(s) kG(s)
R(s)  1+kG(s)H(s)

(6.1)

La ecuacion caracteristica para este sistema de lazo cerrado se obtiene al igualar
a cero el denominador de la funcién de transferencia de lazo cerrado, es decir

1+ kG(s)H(s) =0

o bien

kEG(s)H(s) = —1 (6.2)

La respuesta transitoria y la estabilidad del sistema dependen de los polos de
la funcién de transferencia de lazo cerrado, los cudles no se conocen de forma
inmediata ya que ellos cambian con las variaciones de k, por lo que no tenemos
conocimiento del desempeno del sistema, a menos que factoricemos los valores
especificos de k del denominador. El lugar geométrico de las raices se utilizard
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para darnos una clara imagen de los polos de lazo cerrado cuando k varfa.

Fmcion de
transforencia
directa
Ris), K G(s) Tis)
Entrada L— Salida

H(s)

Rmcion de
transferencia de /3
retroafiment acidn

Fig. 1 Sistema en lazo cerrado

La ecuacién (6.2) es una cantidad compleja, por lo que se puede dividir en dos
ecuaciones para obtener:
Condicion de dngulo:

ZG(s)H(s) = £180°(2k+1) (k=0,1,2,...) (6.3)
Condicion de magnitud, amplitud o mddulo
G(s)H(s)| =1 (6.4)

Los valores de s que cumplen las condiciones de dngulo y magnitud, son las
raices de la ecuacién caracteristica o polos de lazo cerrado. El diagrama de los
puntos del plano complejo que sélo satisfacen la condicién de dngulo, constituye
el Lugar de las Raices.

6.2. Reglas para el trazado del lugar de las raices

1.  Obtener la ecuacion caracteristica de tal forma que el pardmetro de interés
aparezca como factor multiplicativo de la forma

(s+21)(s+22)...(5+2m)
) o)

2. Ubicar los polos y ceros de lazo abierto en el plano complejo S y trazar el
lugar de las raices sobre el eje real

a) Los polos siempre siguen a los ceros

b) El lugar de las raices es simétrico con respecto al eje real
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¢) El nimero de polos es igual al nimero de ceros

3. Determinar las asintotas del lugar de las raices, su interseccién con el eje
real y el dngulo entre ellas

4. Determinar los puntos de ruptura de partida y de llegada

5. Hallar los dngulos de partida (6 angulos de llegada) del lugar de las raices
desde los polos complejos (o ceros complejos)

6. Determinar el valor de K para el cual el lugar de las raices cruza el eje
imaginario

6.3. Obtencién detallada del lugar de las raices

Exercise 64 Considérese un sistema de control mostrado en la siguiente figura.
Trace el grifico del lugar de las raices para Kq > 0. Encuentre el valor de Ky
(si es que ewiste), tal que se tengan los polos dominantes con & = 0,7071 y
ts = 4,3668seg. Justifique cualquiera que sea su respuesta

Ris), K g5+1 7 T(s)

. >
. 5 S A

L4

Solution 65 1. De acuerdo a la regla 1, se debe reescribir el polinomio car-
acteristico en el formato especificado

7 (1 + de)
s(s2+6s+7)
§° 4+ 65>+ Ts+ 7+ TKys =0 (6.5)
Agrupando esta ultima expresion

(33+682+7s+7)+7de:0

y dividiendo el polinomio por s3 + 6s? + Ts + 7, se obtiene el polinomio
caracteristico en el formato especificado

7s
1+ K4— =0
+ I3 1652+ Ts+7

2. Se obtiene los polos y los ceros de la funcion de transferencia de lazo

abierto
s

H(s) =K
Gls)H(s) s34+ 6524+ Ts+7
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donde K = TKy y la ubicacion de los polos y ceros son:

polos ceros
—4,8552 0
—0,5724 £ 1,05554

El ndmero de asintotas es igual al numero de ceros al infinito, es decir,
la diferencia entre los polos y ceros de la funcion de transferencia de lazo
abierto, en este caso existen 2 ceros al infinito. La interseccion de las
asintotas con el eje real es obtenida de la formula

Zpolos - Z ceros

o, =
“ #polos — #ceros

donde Fpolos y #ceros son el nimero de polos y ceros de lazo abier-

to respectivamente, Zpolos Y Zceros son la ubicacion de los polos y

ceros de lazo abierto en el plano complejo S, respectivamente. Al aplicar
la formula se tiene

~ —4,8552 —0,5724 — 0,5724 -0

o= 31 -

El dngulo entre las asintotas es obtenida de la formula

+180°(2n + 1)
#polos — #ceros’

L Asintotas = n=0,1,2,..
En este caso, el dngulo de las asintotas son para k =0 y 1, 290 y £270
respectivamente

Puntos de ruptura de llegada y partida, también conocidos como puntos
silla de entrada y salida, se encuentran sobre el eje real o se producen en
pares complejos conjugados. Si hay lugar de las raices entre dos polos de
lazo abierto adyacentes sobre el eje real, entonces hay punto de ruptura.
En forma similar, si hay lugar de las raices entre dos ceros adyacentes
sobre el eje real, entonces hay punto de ruptura entre los dos ceros.

a) Puntos de ruptura por medio de derivacion.
Se reescribe la ecuacion caracteristica como

B(s)+kA(s) =0
Los puntos de ruptura se pueden determinar de las raices de
dk
= —0
ds
Si una raiz de la ecuacion (6.6) cae sobre el lugar de las raices sobre

el eje real, se trata de un punto de ruptura, en caso de la raiz no se
encuentre. Para este caso en particular

(6.6)

_33—1—6524—734—7
s

k=
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5.

dk, 8(382—1—128—1—7)—(83+682+7S+7)70
ds 52 -
253 +6s2—7=0

al determinar las raices, éstas son

s1 = —238
s = —155
s3 = 0,94

Las raices que se encuentran sobre el lugar de las raices, son puntos
de ruptura, en este caso son s1 = —2,38 y so = —1,55

Determinar los dngulos de partida (6 angulos de llegada) del lugar de las
raices desde los polos complejos (o ceros complejos)

a) Angulo de partida desde un polo complejo = 180° — (suma de los
dngulos de los vectores al polo complejo en cuestion desde los otros
polos) + (suma de los dngulos de los vectores al polo complejo en
cuestion desde los ceros)

b) Angulo de llegada hacia un cero complejo = 180° — (suma de los
dngulos de los vectores al cero complejo en cuestion desde los otros
ceros) + (suma de los dngulos de los vectores al cero complejo en
cuestion desde los polos)

» El dngulo de partida de nuestro polo complejo conjugado, ubicado en
s = —0,5724 + 1,0555¢ es igual a 180° — (a1 + ) + S = 180° —
(90° + 13,78°) 4+ 118,5° = 194,72°. El dngulo de partida del polo de
lazo abierto en s = —0,5724 — 1,0555¢ es —194,72°

Pole-Zero Map
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6. Determinar el valor de K para el cual el lugar de las raices cruza el eje
imaginario. A partir del polinomio caracteristico (6.5), se aplica el criterio
de Routh para verificar el rango de estabilidad

462 +Ts+T+TKys = 0
2 +6s°+T7T(1+Kg)s+7 = 0
31 7(14 Kq)

s 6 7
Sl 354+42K

6
s 7

De la tercera fila 35 + 42K > 0 — K4 > —0,833, lo cual tmplica que el
lugar de las raices no cruza el eje imaginario para toda Kg > 0.

7. FEl lugar de las raices se muestra en la siguiente figura, a partir de él
se busca determinar el valor de K4 (si es que existe), tal que se tengan
los polos dominantes en & = 0,7071 y con un tiempo de establecimiento
ts = 4,3668seg

Roat Locus

3 | I I | | | I I | i
-4.5 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0

De la condicidn de tiempo de establecimiento ty = 5% =4,3668 — {w,, =
0,916 y de la condicion de & = 0,7071, se puede obtener la ubicacion del
polo que cumple con ambas especificaciones

sq = —0,916 & 0,916

Si existe el valor de Kq tal que los polos dominantes sean sq se debe
verificar si se satisface la condicion de angulo
S

L K = 180° 6.7
s3+6s2—|—7s—|—78d (6.7)
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Sustituyendo el valor del polo deseado sq en la ecuacion (6.7) se obtiene

Z (—0,4316 + 0,0006¢) K| = 180°
y la tg’l(_o(’)ofgfﬁ) = 180°La ganancia K no afecta en el dngulo por lo
que se satisface la condicion de dngulo. Para determinar el valor de Kq4
se utiliza la condicion de magnitud

(—0,4316 + 0,00064) K|
K

0,4316K| = 1
2,13 — K, =03
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