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Capitulo 1

Transformada de Laplace

En esta seccién, se realizard un breve repaso de la transformada de Laplace
y se discutira su aplicacién en la solucién de ecuaciones diferenciales invariantes
en el tiempo.

Considere una funcién f(t) definida para toda ¢ > 0. La transformada de
Laplace de f(t) denotado por F(s), se define como

o0

F(s) = £{f(t)} = / S f(t)dt (1.1)

0_

donde s es una variable compleja, llamada también variable de la transformada
de Laplace. El limite inferior de la integral 0_ significa que el limite se aproxima
a cero desde un valor negativo'.

Exercise 1 Determine la transformada de Laplace de la funcion escalén uni-
tario u(t), definida como
1 t>0
u(t) = { 0 t<0

Exercise 2 Determine la transformada de Laplace de la funcion u(t — «)

1 t>«
u(ta)—{ 0 tzoz

Exercise 3 Determine la transformada de Laplace de la funcion f(t) =t

1.1. Teoremas de la Transformada de Laplace

No es conveniente usar la definicién (1.1) cada vez que deseamos determi-
nar la transformada de Laplace de una funcién f(t), por ejemplo, el calculo de

1Se considera que el problema de existencia y unicidad se satisfacen para todas las funciones
a utilizar en este curso, es decir, que todas las funciones tiene transformada de Laplace



£{e'tsin(t)} es, sin exagerar, extremadamente laboriosa. En la siguiente dis-
cusién presentamos varios teoremas que permiten ahorrar el trabajo de obtener
la transformada de Laplace de una funcién.

Propiedad de la linealidad

La transformada de laplace es lineal

L{arfi(t) + azfo(t)} = arn £{f1(t)} + a2 L { f2(t)}

donde a y s son constantes

Traslacién compleja

Si a es un numero real cualquiera, entonces
£{e (1)} = F{s + o}

donde £ {f(t)} = F {s} . Este teorema también es conocido como primer teore-
ma de la traslacién

Exercise 4 Determine la transformada de Laplace de la funcion en el tiempo
g(t) = e *(t+3)

Exercise 5 Determine la trasnformada de Laplace de la funcion g(t) = e~ *sen(wt)

y g(t) = e~ cos(wt)

Derivada de una transformada
Paran=1,2,3,..

L4711} = (F1)' - F(s)

donde F(s) = £{f(t)}. Por ejemplo, para n = 1, se tiene

£470) = (1) ()

Exercise 6 Determine la transformada de Laplace de la funcion f(t) = te™t,
utilizando

1. Teorema de la traslacion compleja

2. Multiplicacion por t

Exercise 7 Obtenga la transfromada de Laplace de g1(t) = t2; go(t) = tsen(t);
gs(t) = Psent(t)

Exercise 8 Obtenga la transformada de Laplace de g(t) = te™* cos(t)



Segundo teorema de traslacién
Si a > 0, entonces
£1f(t—a)ult—a)} = e F {s)
donde F(s) = £{f(t)}

Example 9 Para comprender este teorema, obtenga las grificas de estas fun-
ciones:

1. ft)=t
2. f(t—1)
3. f()ult—1)

4o ft—Dult—1)

Exercise 10 Determine la transformada de Laplace de los incisos anteriores
éSon iguales?

Exercise 11 Determine la Transformada de Laplace de u(t — 2)

Exercise 12 Determine la transformada de Laplace de las siguientes funciones

v )

1.2. Transformada Inversa de Laplace

El proceso matemédtico de pasar de la expresién en variable compleja a la
expresion en funcién del tiempo se denomina Transformacion Inversa. Como
notacién para la transformacién inversa se utiliza.£ !, de modo que

L7HF(s)} = f(1)

Existen diversos métodos para determinar la transformada inversa de Laplace,
por ejemplo, utilizar una tabla de transformada de Laplace. En este caso, la
transformada de Laplace debe aparecer en forma inmediatamente reconocible.
Frecuentemente la funcién buscada puede no aparecer en las tablas de las que
se disponen, en este caso se puede simplificar utlizando la técnica de fracciones
parciales y escribir F'(s) en términos de funciones simples de s, para los cuédles
las transformadas inversas sean facilmente identificables



1.3. Meétodo de Fracciones Parciales

En problemas de teoria del control, la transformada de Laplace de la funcién
f(t), frecuentemente es de la forma
N(s)
D(s)

F(s) =

donde N(s) y D(s) son polinomios en s y el deg N(s) < deg D(s)%. Si F(s) se
descompone en sus componentes

F(s) = Fi(s) + Fa(s) + ... + F,.(s)
sus transformadas inversa de Laplace pueden ser obtenidas mas facilmente
LTHEG))Y = £7YHRG)+ £L7THE () 4+ ..+ £7HF,(s)}
i)+ fa () + o+ fult)

Raices reales y diferentes

Sea F'(s) escrita en su forma factorizada

_N(s) _ N(s)
D(s) ~ (s + (s p2)(s + pr)

donde pq, po,...,pn son cantidades reales o complejas, pero para cada complejo
p debe aparecer su respectivo conjugado. Si p; # pa # ... # Pn, es decir F(s)
contiene raices distintas, puede expandirse como:

a a a
F(s)= —— 4+ —— ... 4+ —=~
s+p1 s+p2 S+ pn
donde las a; son constantes y se denominan residuos de la raiz s = —p;. La

férmula para obtener el residuo es
N(s)
a; = [(s +p¢)—}
D(S) S=—DPi
Exercise 13 Determine la transformada inversa de Laplace de

1

Fls) = s(s+1)(s+2)

Raices Repetidas
Sea F'(s) escrita en forma factorizada

_ N(s) _ N(s)
D(s) (s+p1)"(s+prs1) + .. + (s +pn)

2deg (degree) grado del polinomio



es decir, existen r raices multiples y n —r raices diferentes. la expansién de F(s)
en fracciones parciales es

br b»,», 1 bl Ar41 an

( ) (5+p1)r (5+p1)r_1 5+p1 8+pr+1 S+pn

donde b, b,._1, by estdn dados por

B r N(s)
b, = {(s_—i— p1) D(S)] =
by = {% (s +p1) gfg }s:*pl

3

by = {& [+ 3]}

br—1={% (s+p1) B } )
L | R

Exercise 14 Determine la transformada inversa de Laplace de la siguiente fun-
cion 1

Fo) = a6+

Exercise 15 Determine la transformada inversa de Laplace de la siguiente fun-
cion )
$°+2s+3
F(s) = —————

(s) GT1)?

Raices complejas y conjugadas

Si la funcién F(s) incluye un par de raices complejas y conjugadas, es con-
veniente no expandir F'(s) en las fracciones parciales usuales, sino en una suma
de una funcién seno y una funcién coseno amortiguadas

Exercise 16 Determine la transformada inversa de Laplace de la siguiente fun-
cion
546

Fls)= —>12
(5) 5242542

Caso General
Este se elustrard con un ejemplo:

Exercise 17 Determine la transformada inversa de Laplace de la siguiente fun-
cion 1

Fo) = @ rmry



1.4. Solucion de ecuaciones diferenciales lineales
e invariantes en el tiempo

En esta seccién estamos interesados en el uso del método de la transformada
de Laplace para solucionar ecuaciones diferenciales lineales e invariantes en el
tiempo (EDLIT). Este método lleva a la solucién completa (solucién homogénes
y solucién particular) de EDLIT. Los métodos cldsicos para encontrar la solucién
completa de una ecuacién diferencial requieren la evaluacién de las constantes
de integracion a partir de las condiciones iniciales. En el caso del método de la
transformada de Laplace, este requisito es innecesario debido a que las condi-
ciones iniciales se incluyen autométicamente en la Transformada de Laplace de
la ec. diferencial

Remark 18 Si todas las condiciones iniciales son cero, entonces la transfor-
mada de Laplace de la ec. diferencial se obtiene simplemente reemplazando %

2 .
por s, % por 82 y asi sucesivamente.

Teorema de la diferenciacién en el tiempo

Sea F(s) = £{f(t)}. Entonces

{0} = sF(s) - 1(0)
£{& W)} = 2F(s) = s1(0) = [D(0)

£ {(Z—T;f(t)} =s"F(s) — S"_lf(().) —sn 2 (0) — ... — fln=1)(0)

donde £ (0) denota la i — th derivada de f(t) ent =0
La respuesta de un sistema lineal e invariante en el tiempo se descompone
en:

1. Respuesta a entrada cero
2. Respuesta a edo. cero

Example 19 Solucione la ec. diferencial

2 U
ddigt) N 3% oy(t) = dd_it) () (1.2)

Solution 20

s+ 3)y(0) + y(0) — 3u(0) 3s—1
s2+3s+2 s2+3s+2

Y(s) = U(s) (1.3)



Esta ecuacién revela que la solucién de (1.2) es parcialemente excitada por la
entrada u(t), ¢ > 0, y parcialemente excitada por las condiciones iniciales y(0),
7(0) y u(0). Estas condiciones iniciales son llamados el estado inicial. El estado
inicial es excitado por una entrada aplicada antes de ¢ = 0, la forma en que la
ecuacion diferencial adquiere el estado inicial, es inmaterial para el estudio de
la ecuacién diferencial.

Respuesta a entrada cero. Polinomio caracteristico

Considere la cuacion (1.2). Si u(t) = 0 para t > 0, entonces (1.2) se reduce a

Py(t) | dy
4 oy(t) =
—a t3 o+ y(t) =0

(1.4)

la cual es llamada la ecuacién homogénea. la solucién de la ecuacién diferencial
(1.4) es
y(t) = kre " + koe ™!

No importa como sean las condiciones iniciales, la respuesta a entrada cero

es una combinacién de las dos funciones e~?, e~%*. Las dos funciones son la

transformada inversa de ?11 y ?12 Las dos raices —1 y —2 son llamados modos
del sistema. Los modos gobiernan la forma de la respuesta a entrada cero del

sistema,

Caso general Considere una ecuacién diferencial de orden n

any ™ (1) + a1y D) + .+ ary D (F) + aoy(t)

Dy (£) + b1 u™ D (E) + ..+ byu (£) + bou(t) -

donde y@ (t) = d;f(%), u(t) = ‘Zt—"(yt)) Se define el operador diferencial p =

2
%, es decir py(t) = %, p?y(t) = Z—t;i, ...Utilizando esta notacién, la ecuacién
(1.5) puede escribirse como

D(p)y(t) = N(p)u(t) (1.6)

donde
D(p) = anp™ + ap-1p" ™ + ...+ arp™) + agp

1.7
N(p) = biup™ + by 1p™ Y 4 .+ bip™ + bop D

En el estudio de la respuesta a entrada cero, se asume que u(t) = 0. Entonces
(1.6) se reduce a

D(p)y(t) =0 (1.8)

Esta es llamada la ecuacién homdgenea, su solucién es exclusivamente excitada
por las condiciones iniciales. Al aplicar la transformada de Laplace a (1.8) se
obtiene




donde D(s) es definido en (1.7) con p reemplazado por s e I(s) es un polinomio en
st que depende de las condiciones iniciales. Al polinomio D(s) le denominamos
polinomio caracteristico, debido a que gobierna la respuesta libre, natural o no
forzada del sistema. Las raices del polinomio D(s) son llamados los modos del
sistema

Respuesta a estado cero. Funcién de transferencia

Considere nuevamente la ecuacién (1.2), es decir

d?y(t) dy du(t)

e +3E+2y(t):3 7 — u(t) (1.9)

sabemos que la respuesta de este sistema es parcialmente excitada por las condi-
ciones iniciales y parcialemente excitada por la senal de entrada. Si todas las
condiciones iniciales son iguales a cero, la respuesta es excitada exclusivamente
por la entrada y es llamada respuesta a estado cero. En el dominio complejo, la
respuesta de (1.9) es gobernada por

3s—1
Y = - ::
donde G(s) = sz?fli_s 12 es denominada funcion de transferencia. La funcién de

transferencia se define como la relacion entre la transformada de laplace de la
salida con respecto a la transfrormada de Laplace de la entrada, considerando
las condiciones iniciales igual a cero

Y (s) _ £{salida}
(s) = U(s) ~ £ {entrada} c.i=0

c.1.=0

La funcién de transferencia describe tnicamente la respuesta a estado cero.

1.4.1. Clasificacion de la funcién de transferencia

Considere la funcién
N(s)

D(s)
donde N(S) y D(s) son dos polinomios con coeficientes reales. Si

deg N(s) > deg D(s)

G(s) =

G(s) es llamada funcién de transferencia impropia.
Si
deg N(s) < deg D(s)
G(s) es llamada funcién de transferencia propia. Es estrictamente propia si
deg N(s) < deg D(s), bipropia si deg N(s) = deg D(s). Las funciones de
transferencia propias, incluyen las estrictamente propias y las bipropias.

Example 21 Clasifique las siguientes funciones de trasnferencia
1 s2—-1 s—1
S
s+1 s+2 s+1

10



POLOS y CEROS

Considere la funcién de transferencia

donde N(s) y y D(s) son dos polinomios con coeficientes reales y deg N(s) <
deg D(s).

Definition 22 Un nidmero complejo o real A es un polos de G(s) si |G(N)| = oo,
donde |-| denota valor absoluto. Es un cero de G(s) si G(A) = 0.

Example 23 Considere la siguiente funcion de trasnferencia

2(32—1-43—1-3)

) = GGG+

Se tiene que

B 2((-2)% +4(-2) + 3) -2
Al () B ¥ [ IS Y () Wy Bl R

Por lo tanto —2 es un polo de G(s). Claramente —2 es una raiz de D(s). s Toda
raiz de D(s) es un pol de G(s)? Para contestar esta pregunta determine G(—1)

el cudl no estd definido. Utilizando la regla de L "Hopital, tenemos

N(s)
D(s)

_ N'(s)

¢ = 1 a D'(s)

4

s=— s=—1

Por lo tanto, no todas las raices de D(s) son los polos de G(s). Factorizando
N(s) y cancelando factores comiines se tiene

2(s+3)

G(S):(s—l)(s+1)(s+2)

G(s) tiene un cero en —3 y dos polos en 1 y —2.

Del ejemplo anterior, si los polinomios N (s) y D(s) no tienen factores comtnes,
todas las raices de N(s) y D(s) son, respectivamente, los ceros y los polos de
G(s). Si N(s) y D(s) no tienen factores comunes se dice que son coprimos y
G(s) es irreducible.
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